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Lambda, Church

Lambda
Church-Booleans
Church-Zahlen

Lambda in Haskell



U9: Lambda :

» Der Lambda-Kalkil ist ein Termersetzungssystem.
* Terme:
* Alle Variabler@ind Terme
* Wenn v Variable und t Term, so ist auch\(Av.(t))\Term
* Wenn t,, t, Terme, so ist auch(Zt1 t)) !]erm
* Termersetzungen _
+ a-Reduktion: (A v.(t) =* (A V.EVA])) v medd R
o wenn Substitution [v’/v] in t zulassig
o Umbenennung von Parametern
* 3-Reduktion: u(_) X =Pt [x/v]
o wenn Substitution [x/v] in t zulassig
o Funktionsaufruf
* n-Reduktion: (A y,(ty)) ="t
o wenn v nicht frei in t A‘9°
o Funktionale Abstraktion (kein Parsmreter notig)
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U9: Church-Booleans >

» Bekannt: Typ Boolean in Haskell
» Speichert 1 Bit (eine binare Entscheidung)

e data Bool = False | True
€deriving (Eq, Ord, Ix, Enum, Read, Show, Bounded)

» Jetzt: Booleans nach Church im Lambda-Kalkul
* Es gibt nur Funktionen und deren Anwendung
e Church-Boolean ist Funktion, die eines ihrer Argumente zurtckgibt

p'Pl"'d

o True: erst Ise zweites
true = )\ X.(A y
false U(\})))

* Wird selbst als Argument an andere Funktionen Ubergeben
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Booleans als Wert und als Fallunterscheidung 3

* |[mperatives Programm:

e Boolean x=..; // Werte und Rechnen darauf
Boolean y=|Xx;
1f(x) { // Fallunterscheidung
a();
} else {
b(O;
}
=if(a || b)
*c()
"or a,b,tmp Fmp 0, a
=cmp O, tmp jnz C
*jnz C cmp O, b
- jnz c
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Church-Booleans: Fallunterscheidung 4

* |[mperatives Programm:
e Boolean x=..; // Werte wme=Rachnen darayf

ifQO { | // Fallunterscheidung

= |n Lambda:
* AX.(Aa.(Ab.(xab)))
 Anwendung auf true = (A m))):
oA X.(Aa.(A b.(xab))) (A xAy.(X)) =%
A X.(Aa.(A b.(xab))) A z(Ay.(g) =F

Aa.(Ab.(Qz.(Ay.(2)aDb)) = B
A a.(A b.( (Ay.(@)) b)=F
A a.(A b.( a )
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Church-Booleans: Werte und Rechnen darauf 5

» Fallunterscheidung bekannt
= Wie rechne ich damit?

= Beispiel Negation
* neg = (A x.(x false true))
* Anwendung auf false = (A x.(A y. (y)
o (A x.(x false true)) (A X,(A y.(Y)))
(A x.(x false true)) (A z.(A y.(y)))

Q\_z’.()\ y.(y))) [alse true =P

(A z.(A y.(y))) false true =P
(A y.(y)) true =P

N
v

true
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Church-Booleans: Werte und Rechnen darauf Il 6

» Logisches Und:

X Y | False True
False False False
True False True

* Umsetzung in Lambda?

and.='/LX-1y-(\(

A

Nary =ney and,
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U9: Church-Zahlen 7

= Bekannt: Typ Integer in Haskell
e Speichert 1 Ganzzahl

« data Integer
-- builtin datatype of arbitrary size integers

= Jetzt: Naturliche Zahlen nach Church im Lambda-Kalkl
* Es gibt nur Funktionen und deren Anwendung

e Church-Zahl ist Funktion, die eines ihrer Argumente n-mal
auf das andere anwendet

- QLX)
= M EOx(00) A-iol
M (FX) A-wal
QX (F ()

W N -
i nu
AA/-\/-\

* Wird selbst als Argument an andere Funktionen Ubergeben
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Zahlen als Wert und als lteration 8

» |[mperative Sprache:

*int n=.; // Wert und Rechnen darauf
ey —————
for(; n<end; n++) { // Iteration
x="(XJ5
}
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Church-Zahlen als Iteration 9

* [mperatives Programm
eint n=.; // Wert und -Reelwmen—darauf

Rl "
T -

for(; n<end; n++) { // Iteration
U
= |n Lambda:

* (\ 00X geg X))

* Anwendung auf 2:

o (A n.(A x.(n neg x))) (A f.QAX.(f (
(A n.(A x.(n neg x))) (A f.(A y.(F (f y))))

A x(QEA Y- EEY)) peg x)) =P

(A x.( (A y.(neg (neg y))) X)) =P

hx(regnegx)=n neg g
N anL -

’-\A/-\’-\
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Rechnen auf Church-Zahlen 10

= [teration bekannt
= \Wie rechne ich damit?

= Beispiel Nachfolger o b1
esucc = An.ALAx(F(nfx)) € (")

 Anwendung auf 3:
a (A n.(A f.(A x.(f (n f X))

f. (A Xx.(f X
@()\f)\xf(._’fx))jﬁg%ﬁjr(gry_’ P
AEAx(E( MNgAy.(g(g(gy X)))) =P
(A £ (A x.(F ( Ay,(F (F (Y)Y

O\ .0 x.(f ( f (f (fx))))))
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Rechnen auf Church-Zahlen Il 11

= Addition im Buch S.217 falsch

= Was tut mystery =A m.(A n.(mn)) ?
 Anwendung auf 2 3:
Am.An.(mn))23=P

(An.(2n)3=*

237
A Ax(F(fx)) Af Ax(f (F f x))) ="

AT AX( (X)) Ag. (Ay.(9(g(gy))) =P

Ax.( (Ag.(Ay.(g(@@Y)) ( QG (AY(g(g@y)X) =’
Ax( (Ag-(Ay.(g(g(@y))) ( Ay.x(x(xy))) )=
Ax( Mg Ay(g(@@y) ( X (X (X)) )) =*
AEC Qg AMy(g,@@yN) ( J.f.f ) )) =P
(A . (\ y.(F£F (F£.F (F£FY))) ) =¢

(\ f. A x.(P (x))) =9 exp: b Ae Q* b)

= Vermutung: mystery X y = y*
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U9: Lambda in Haskell 12

» | ambda-Kalkul ist Grundlage aller funktionalen Sprachen

* Alle rein funktionalen Sprachkonstrukte konnen in Lambda
ausgedruckt werden

» Umgekehrt kann Haskell Lambda auch direkt notieren
* (A v.(1) wird notiert als:
(\v -> t)
* AV (A Vyu(.o. (Av,.() ...))) wird notiert als:
(\vl v2 .. vh -> t)
» t kann beliebiger Haskell-Ausdruck sein
* also auch Operatoren, Datentypen, Bibliotheken nutzen
e NUtzlich z.B. um Hilfsfunktionen zu definieren:
omap (\x -> x**2+1) [1..10]

\(1

4] cstf:cn [ @)
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Typen fur Lambda-Ausdricke 13

= Typinferenz produziert Typen zu niedriger Ebene:
* CSUCC =\£1_1:x > f (n f x)
1t csucc

csucc::((a ->b) >c ->a) > (@ ->b) >c->0b
e _ambda- AusdrucR hat drei Lambaas

ist aber eine einstellige Funktion auf Church-Zahlen

* \Wie erreichen wir:
csucc :: Churchzahl -> Churchzahl

» Mit benutzerdefinierten Typen:
e type ChurchNumeral a = (a -> a) -> a -> a

e csucc :: ChurchNumeral a -> ChurchNumeral a
csucc = \n f x > f(n f x)

e :t cCsucc
csucc :: ChurchNumeral a -> ChurchNumeral a
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Typen auf dem Ubungsblatt

14

» Denke nicht objektorientiert oder imperativ!
» Diese Typisierung wird fehlschlagen:
e type ChurchBoolean a = a -> a -> a

ecand :: ChurchBoo1ean& -> ChurchBoolean a ->
ChurchBoolean a

» Haskell inferiert Typen aus der Verwendung der Argumente

» Betrachte genau die unterschiedliche Verwendung des 1. und 2.
Arguments

* Die durch den Interpreter gelieferte Typisierung kann nutzlich sein.
» Sie ist keine gultige Losung der Aufgabe

o Platzhalter far Typen sind ausschlief3lich als Argument an
ChurchBoolean oder ChurchNumeral zuldssig.
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